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Faremos, nessas notas, uma breve discuss@o sobre o conjunto dos nimeros inteiros. O
texto é basicamente a segao 3 do capitulo 1 de [1]. Caso o leitor se interesse por uma
construcao axiomatica dos niimeros inteiros, sugerimos a leitura de [2].

Nosso intuito é lembré-lo de alguns resultados basicos que sao amplamente conhecidos e
que serdo uteis no curso de Algebra Abstrata.

Como de costume, denotaremos o conjunto dos ntimeros inteiros por Z e seus elementos
por letras mintasculas (em itdlico!) do nosso alfabeto: a,b,...,m,n,....

Dados a,b € Z, com b # 0, podemos dividir a por b e obter um resto nao negativo r que
é menor do que o moédulo de b, ou seja, podemos encontrar m e r tais que a = mb—+r, onde
0 <r < |b|. Isto é conhecido como o algoritmo da divisao de Euclides e suporemos que ele
¢é familiar ao leitor.

Dizemos que b # 0 divide a se existe m € Z tal que a = mb. Para indicar que b divide
a escreveremos b | a, e para indicar que b nao divide a, b{ a. Se b | a, dizemos que b é um
divisor de a. Por exemplo, 3 | 12 (pois 12 = 4-3), —4 | 20 (pois 20 = =5 - (—4)) e 31 10
(pois 10 =1-10 ou 10 =2 - 5).

Lema 1. (a) Sea|l, entdo a = =+1.
(b) Sea|beb]|a, entio a = £b.
(c) Seb|geb|h, entaob| (rg+ sh), quaisquer que sejam r,s € Z.

Prova. (a) Exercicio.

(b) a| b= 3Im e Z tal que a = mb (I); b | a = In € Z tal que b = na (II). Substituindo
(IT) em (I) temos que a = m(na) e, portanto, mn = 1, ou seja, m | 1. De (a) temos que
m = £1 e de (I) podemos concluir que a = +b.

()b | h=3ImeZtal que h =mb(I);b|g= 3In e Ztal que g = nb (II). Entado
rg + sh = r(nb) + s(mb) = (rn + sm)b = kb, onde k = rn + sm. Logo b é um divisor de
rg + sh. O
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A partir do conceito de divisibilidade podemos definir o mdc entre dois inteiros.

Definigao 2. O inteiro positivo d se diz o maximo divisor comum entre a e b se:

(1) d € um divisor de a e b;

(2) qualquer divisor de a e b é um divisor de d.

Exemplo 3. O mdzimo divisor comum entre 16 e 20 € igual a 4, pois 4 | 16, 4 | 20 e
qualquer outro divisor comum de 16 e 20 é um divisor de 4. Note também que o mdximo

divisor comum entre 16 e —20 € igual a 4.

Usaremos a notacao mdc(a, b) para representar o maximo divisor comum entre a e b.!
Assim, com essa notacao, mdc(16,20) = 4. Como na defini¢ao exigimos que o maximo
divisor comum seja positivo, entdao mdc(a,b) = mdc(a, —b) = mdc(—a, b) = mdc(—a, —b).
Note que para usarmos essa notagao para o méximo divisor comum, é necessario garantirmos
que tal namero (caso existal) seja tnico: dados a,b € Z, suponha que existam d; e do
satisfazendo as condigdes da Definigao 2. Entao da condicao (2) temos que d | da e da | d;.
Logo, do Lema 1.(b), temos que di = +ds. Mas como tanto d; quanto dy sdo positivos,
segue que di = do.

Em matemaética sempre que definimos um elemento novo devemos nos perguntar em que
hipodteses tal elemento sempre existe e se tal elemento é Gnico. E nao poderia ser diferente
no caso do mdximo divisor comum. A unicidade jé foi provada acima e o préximo resultado
garante a existéncia do mdc(a,b), sempre que a # 0 ou b # 0. Para a verificagao desse
fato, faremos uso de um resultado bem conhecido que garante a existéncia de um minimo

em todo conjunto nao vazio de inteiros positivos.
Lema 4. Sejam a,b € Z, nao ambos nulos. Entao eziste o mdc(a,b).

Prova. Fixados a,b € Z, considere o subconjunto M := {ma + nb: m,n € Z} C Z.
Como a # 0 ou b # 0, entdo M possui elementos diferentes de zero. Além disso, dado
x =ma-+nb € M, como —m, —n € Z entdo —x = (—m)a+ (—n)b € M, ou seja, M possui
inteiros positivos. Entao M possui um inteiro positivo minimo d; por estar em M, d tem a
forma d = mga 4+ nob. Afirmamos que d = mdc(a, b). De fato, notemos primeiro que, pelo
Lema 1.(c), se ¢ | a e ¢ | b, entdo ¢ | z, para todo x € M. Em particular ¢ | d. Resta-nos,
portanto, verificar que d | a e d | b. Dado um elemento qualquer x = ma + nb de M, pelo
algoritmo da divisao de Euclides temos que x = qd + r, onde 0 < r < d, ou seja,

ma+nb = g(moa+neb) +r = r = ma+nb—[(gmo)a+ (qno)b] = (m —gmo)a+ (n —gqno)b

ITambém é comum a notagéo (a,b) para indicar o maximo divisor comum entre a e b.
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de onde segue que r € M. Mas com 0 < r e r < d, pela minimalidade de d temos que r = 0.
Logo = = qd, ou seja, d | x, para todo z € M. Em particular, dado quea =1-a+0-b € M
eb=0-a+1-be M, segue qued|aed]|b. O

Na prova acima, a existéncia do mdc(a,b) é dada pela existéncia de um inteiro positivo
minimo no conjunto M. Poderiamos, também, usar a unicidade desse elemento minimo
para garantir a unicidade do mdc(a, b). Além disso, como resultado direto da existéncia do

mdc(a, b) na prova acima, temos o seguinte resultado:

Corolario 5. Sejam a,b € Z, ndao ambos nulos. Entao existem mg,ng € 7Z tais que
mdc(a, b) = moa + ngb. O

A partir da nocao de méaximo divisor comum, podemos definir numeros primos entre si,

também conhecidos como relativamente primos ou primos relativos.
Definicao 6. Os inteiros a e b sdo primos entre si se mdc(a,b) = 1.
Como uma consequéncia direta do Corolario 5 temos o seguinte resultado:

Corolario 7. Se a e b sdo relativamente primos, entdao existem inteiros m e n tais que
ma + nb=1. |

Exemplo 8. Os inteiros 4 e 15 sao primos entre si. Além disso, 4-4+ (—1)-15 = 1.
Introduzimos agora outro conceito familiar: numeros primos.

Definicao 9. O inteiro p > 1 € um nimero primo se seus unicos divisores positivos sao 1 e

p-

Equivalentemente, dizemos que um nimero p, maior do que 1, ¢ um ntmero primo se, e
somente se, dado outro inteiro n qualquer, tem-se mdc(p,n) = 1 ou p | n. (Verifique!)

Sao exemplos de nameros primos: 2,3,5,7,11,13,....

Como veremos adiante, os nimeros primos sao os “blocos de construgao” dos ntmeros

inteiros. Mas primeiro faremos o seguinte resultado:
Lema 10. Se a | bc e a e b sao primos entre si, entao a | c.

Prova. Dado que a e b sdo primos entre si, do Coroléario 7 temos que existem m,n € Z tais

que ma + nb = 1. Assim (ma)c + (nb)c = ¢. Mas como a | mac e, por hipotese, a | nbc,
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segue que a | (mac + nbe) e, portanto, a | c. O

Como consequéncia imediata desse lema e da definicdo de nimero primo, obtemos o

seguinte resultado:
Corolario 11. Se p é um nimero primo tal que p | be, entao p | b ou p | c.

Prova. Basta observar que se p é primo, entao mdc(p,b) = 1 ou p | b. O resultado segue do
lema anterior. g

Falamos acima que os niimeros primos servem como “blocos de construgao” para o con-
junto dos nimeros inteiros. Abaixo enunciamos (sem prova!) precisamente isto através do

seguinte teorema:

Teorema 12 (Teorema da Fatoragao Unica). Qualquer inteiro positivo a > 1 pode ser
fatorado de forma inica como a = pi* - p3*---pit, onde py > py > -+ > py sao numeros

primos e cada a; > 0. O

Uma questao que se apresenta naturalmente é saber se o conjunto dos primos ¢é finito
ou se, pelo contrario, a sequéncia dos primos ¢é infinita. A resposta aparece na obra de
Euclides, num teorema cuja demonstracgao é considerada, até hoje, um modelo de raciocinio

matematico.
Teorema 13. O conjunto dos nimeros primos € infinito.

Prova. Suponhamos que o conjunto dos primos seja finito e sejam p1, po, . . . , P, €SS€S primos.

Consideremos, entao, o niamero

p=pi-p2--pntl

Do Teorema da Fatoracdo Unica, algum dos p;’s, i € {1,2,...,n}, divide p. Como p; é
um dos elementos do conjunto acima, p; divide o produto p; - p2---p,. Entao, p; divide
também p — p1 - p2 -+ pp = 1, 0 que é uma contradicao. [l

Ha diversas outras demonstragoes desse resultado, mas a dada por Euclides é considerada
a mais simples.

Mudaremos um pouco de assunto e passaremos a estudar a importante nogao de con-
gruéncia. Dentre as diversas utilidades desse conceito, encontram-se os problemas sobre

nimeros perfeitos (que nao seram abordados nessas notas) que levam a estudar nimeros
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da forma 2™ — 1 e a procurar seus divisores. Mais geralmente, podemos pensar em estudar
os nimeros da forma a"™ — 1, com a € Z. A seguir um pouco de historia, extraida de [2],
pagina 104:
Numa carta de 1640 dirigida a Bernhard Frénicle de Bessy, Fermat anunciava
um resultado surpreendente: se p é um primo e a um inteiro que nao é divisivel
por p, entdo p divide a?~! — 1. Na mesma carta, comentava: “Eu lhe enviaria a
demonstracao se nao temesse que ela é demasiado comprida”.
A primeira demonstragao desse resultado, conhecido como “Pequeno Teorema de
Fermat” (para distingui-lo do Grande Teorema de Fermat, mencionado em 2.3), foi
publicada em 1736, quase um século depois, por Euler. Posteriormente, Euler deu
outras demonstragoes do mesmo resultado. Numa delas, ele utiliza freqiientemente
os “restos de divisores por p”, que deram origem a Teoria das Congruéncias. Esse
método de trabalho também foi usado por Lagrange e Legendre, mas s6 se tornou
explicito nas Disquisitiones de Gauss, na qual aparecem a definigdo precisa e o

simbolismo que se usa até hoje.

Definigao 14. Seja m > 0 um inteiro fizo. Dois inteiros a e b dizem-se congruentes médulo

m se m divide a diferenca a — b.

Nesse caso, escrevemos a = b mod m, onde m se chama mddulo da relagdo. Portanto,
a =b mod m se, e somente se m | (a — b), ou, equivalentemente, se existe um inteiro ¢ tal
que a = b+ mgq.

Temos, por exemplo, 5 =9 mod 2, 73 =4 mod 23, 10 = —2 mod 3, etc.

Exemplo 15. Dois numeros sao congruentes modulo 2 se, e somente se, eles sGdo ambos

pares ou ambos impares. (Verifique!)

Podemos dar outra caracterizacao da nogao de congruéncia, conforme mostra o resultado

a seguir.

Lema 16. Seja m um inteiro fixro. Dois inteiros a e b sao congruentes mddulo m se, e

somente se, eles tém como resto o mesmo inteiro quando dividos por m.

Prova. Sejam

a=mq+71r;, com0<r;<m
b=mqo + 12, com 0 < ryg < m.

Entao,

a—b=m(q —q2) + (r1 —r2).
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Logo, m | (a — b) se, e somente se, m | (r; —r2). Ainda, como 0 < |r; —rg| < m, temos que
m | (r1 —r2) se, e somente se, 1 —rg = 0. Consequentemente, a =b mod m se, e somente

se, rp = To. O

A relagao de congruéncia tem as seguintes propriedades bésicas:

Lema 17. (1) A relagao de “congruéncia mddulo m” define uma relagao de equivaléncia
no conjunto dos inteiros.
(2) Esta relagao tem m classes de equivaléncia distintas.
(3) Sea=b mod m ec=d modm, entio a+c=b+d mod m e ac = bd mod m.

(4) Se ab = ac mod m e se a e m sdo primos entre si, entdo b =c¢ mod m.

Prova. (1) Reflexao: Como m | 0, entdao n | (a — a) e, portanto, a = ¢ mod m;
Simetria: Se a =b mod m, entdo m | (a—b) e, portanto, m | —(a—b); logo b = a mod m;
Transitividade: Se a =b mod m e b =c¢ mod m, entdao m | (a —b) e m | (b — ¢), de onde
segue que m | {(a —b) + (b—c¢)}, isto é, m | (a — ¢) e, portanto, a = ¢ mod m.

(2) Consequéncia direta do algoritmo da divisao de Euclides e do lema anterior.

(3) Suponhamos que a =b mod m e ¢ =d mod m. Logo m | (a —b)em | (c—d) e
assim m | {(a—b)+ (c—d)}, ou seja, m | {(a+c)— (b+d)}, de onde segue que a+c =b+d
mod m. Além disso, m | {(a — b)c + (¢ — d)b} = ac — bd e, portanto, ac = bd mod m.

(4) Consequéncia direta do Lema 10. O
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