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1. DETERMINACAO DOS ESFORCOS PARA VIGAS HIPERESTATICAS (VIGAS CONTINUAS)
Vigas Continuas: sdo vigas hiperestaticas com dois ou mais vaos.

Na determinacdo dos esforcos seccionais de vigas isostaticas utilizam-se as trés equacdes de
equilibrio da estética, necessarias e suficientes para garantir sua estabilidade.

Para as vigas hiperestéticas, as incégnitas (reacdes) sdo em numero superior as trés equacdes de
equilibrio da estatica, sendo necessarios entdo novos métodos para determinacéo dos seus esforcos. Foram
criados entdo varios métodos para o célculo das reagbes de apoio e dos momentos fletores nos védos. Uma
vez conseguidos estes valores, pode-se calcular os momentos fletores e for¢as cortantes nos demais pontos
da viga e consequentemente desenhar os diagramas.

Método dos Deslocamentos

Métodos de Célculo: Método dos Esforcos

Método de Cross

Método da Equacéo dos Trés Momentos

1.1 METODO DA EQUACAO DOS 3 MOMENTOS

O método apresentado a seguir trata-se de uma simplificacdo de modelos matematicos avangados e
é valido apenas para:

¢ vigas que tenham inércia e médulo de elasticidade constantes, ao longo do comprimento de
toda a viga (mesma secao transversal para todos 0s Vaos);

e carregamentos atuantes so6 de forcas verticais e que sejam capazes de produzir binarios cujo plano
de rotacdo seja 0 mesmo dessas forgas;

o estruturas indeformaveis quanto ao esforgco axial, ou seja, sem atuacédo de forgcas horizontais.
Desse modo, ndo se leva em consideracdo as reacdes horizontais que 0s apoios possam

apresentar.

Nesse modelo as incAgnitas hiperestaticas a serem determinadas serdo os momentos atuantes nas
secOes transversais situadas sobre 0s apoios internos, uma vez que 0S apoios externos serdo nulos ou
facilmente identificaveis caso exista algum balanco nas extremidades. Em principio, todas as incégnitas de
momentos fletores existentes nos apoios internos sdo, supostamente, positivos, com tracdo nas fibras

inferiores e compresséo nas fibras superiores.
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Na Figura 1 ilustra-se um modelo de carregamento genérico para uma viga continua e, na Figura 2,

os vaos isoladamente dessa viga continua com a representacado desses momentos nos respectivos apoios.

Wig 1 ~ (T

A A A A A
L £y L P R s | [, R
i 1 i 1 i

Figura 1. Modelo de viga hiperestética (viga continua).

X X, X X, X, X [T

Aﬂ\rﬂ 2) (& L 2) (a7~~~ ) (/"
A Ly L " £ | | £ L | £ L
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Figura 2. Vaos isolados e representagdo dos momentos nos apoios internos de viga continua.

O método calcula os momentos fletores em 3 apoios (Xn-1, Xn € Xn+1) S€qUENciais de uma viga, a partir

dos quais pode-se calcular os esfor¢os atuantes (cortante e momentos fletores), em qualquer secéo.

Para iniciarmos a aplicacdo do método, vamos escolher, uma viga continua sujeita a um

carregamento qualquer e destacar apenas dois vaos (I e @) e de trés apoios (n-1, n e n+1) dessa viga,

conforme ilustra a Figura 3.

X - Momentos nos apoios

X2 q - carregamento na viga

g
n -apoios da viga
n
n-1 ,-Z—f-—‘ Z n+1 @ - véios da viga
~ l . ~ l
-~ - ~— -
‘\7_@1/ ““n,ﬂ_f@__._/_:/ = f - comprimnento dos vios da viga

— ] __-.-deformada
{, P

Figura 3. Viga hiperestatica submetida a um carregamento qualquer.

Lembrando que a Equac¢do dos 3 Momentos apresentada na Equacéo 1 é valida apenas para uma

viga com momento de inércia constante em todos 0s vaos.
1 ~
b . X, +2(€, +¢€.,). X, +€, . X=-6(y +247) ... Equagéo 1.

Onde:

o ¢ e, :comprimento dos vdos;
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o Xp-1, Xn € Xp+1: MOMeNtos nos apoios;

. ,u; e ,u]n *1. Fatores de carga (funcédo do tipo de carga atuante no vao).

Os fatores de carga (,u; e ,u]n ”), gue aparecem na Equacdo 1, representam a contribuicdo do

carregamento externo e dos momentos fletores nas extremidades de cada viga (vao), através de constantes

provenientes das rotacfes no apoio comum de dois vaos adjacentes, como ilustrado na Figura 4.

0
RERE = % 1RAT,
—\\\"""’ ——SL\ N T deformada
oo
fiiit . 1y
A\ N N
XV%'“ 5
n1
(o i
xe,, d 6 7[
X Xn
TIPS

Figura 4. Carga e deformag8es em dois vaos adjacentes e seus efeitos na viga hiperestatica submetida a um carregamento qualquer.

Essas constantes (fatores de carga) podem ser obtidas através de alguns métodos (Integracao Direta

e Teorema de Castigliano). No entanto, para simplificacdo do assunto, apresenta-se na Tabela 1 os valores

n n+1
dos fatores de carga (4, e [ ) para alguns casos de carregamento.

E oportuno ressaltar que é valido o principio da superposicdo dos efeitos dessas acdes para o
calculo dos fatores de carga, ou seja, quando houver mais de uma carga atuando em um mesmo vao, 0s

fatores de carga finais sdo dados pela soma dos fatores de carga de cada uma das cargas.
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Tabela 1. Fatores de Carga (SILVA, 2004)

Tipo de Carregamento H1 y2
q
NEEEEEEAD o3 03
L 2 2
1 { 7
q
M, | ; ; L B,
A A 95 32 —g2) 95 302 _g2)
a_ S . @ 48 48
T -5 |
{ \
q q
p LYY Y 1 M, , ,
q.s q.s
S IR A2 (20+a) - (20+a)
>< >< 12 12
{
q
y N q.s° q.5°
< % o= > 2ap B 2ar &)
T f
q
e (I 7 1. e L
y__ LA A2 (1+2a)? S op2 g2
o< 5 227 U9 T )
4
M
MA /‘\* Auz
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1 HE

A AN P.a.b P.a.b

L a > o (b+1£) S (a+1)
p . J(

| |
s A P P
.a .a

e a ), - (-a) - (-a)
1 1 i 1

L |

1 { 1

q

B, /M M, 7.9.6° q.°
A AN 360 45

‘ f 1

q
}Hmﬁ\ H, qfs 7qf3
AN A 45 360

~ f \\

< ® : IERLEEN
B B, q.[t* -a%.(2.02-a?)-b?(2(-b)*] | q.[t* -a®.(2.0-a)* -b*(2(* -b*)]
% % 241 241

Observagéo

O indice "1", nas féormulas de fatores de carga, indica apoio da esquerda e o indice "2" indica apoio da direita. Adotar sempre este
procedimento, independente de qual trecho da viga esteja sendo analisado.
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1.2 APLICACOES

Para se calcular os momentos fletores em todos os apoios de uma viga continua, deve-se aplicar a
equacdo dos trés momentos em vaos subsequentes dois a dois. O resultado € que o nimero total de
aplicagGes é igual ao nimero de vaos menos um. Desse modo, para uma viga com quatro vaos, por exemplo,
aplica-se trés vezes a equacao dos trés momentos. Nas Figuras 5(a), 5(b) e 5(c) evidencia-se os nimeros de

aplicacdes do método para vigas com 2, 3 e 4 vaos, respectivamente.

X g X X,

0

P [ ) [ /S
/ 7 4
N\ 1 aplicagéo Xg X1 X2 /N
conhecidos
(@
Xo q Xi X X

L £, L [ L, £, L
4 7 7 <
/{\ 1% aplicago Xo X, Xe /F
7 T 24 aplicagdio X XZ/Xa T
(b)
Xo q X1 Xz X3 X4
J, {, J/ {, J/ {3 J/ £, J,
/ / 7 7 4

AN 1aplicacio Xo Xi X, A

\ |
/ N 22 aplicagdo X Xo X N

conhecido ‘ ‘

N 32 aplicagédo X X X N
\ / \

conhecido

(©
Figura 5. Viga continua com a) dois vaos, b) trés vaos e c) com quatro vaos.

Com trés aplicagbes (Figura 5(c)), fica-se com trés equacfes dos trés momentos, uma para cada

aplicacdo e trés incognitas (X1, X2 e X3), ja que 0s momentos Xo € X4 S0 previamente conhecidos.
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1.3 EXERCICIOS

1.3.1 Exercicio 1: Calcular e desenhar diagrama dos esforgos seccionais de viga continua ilustrada na

Figura 6.
315[kN/m] 10 KN
" | AA Y ! 5
A @ 1A 2 A
20m | 3,0m
Y 40m ) { v
Figura 6. Viga hiperestatica com dois vaos.
Equacéo 1: . n n+1
auag én . Xn—l + 2(gn + Zn+1) . Xn + gn+1 . Xn+l - _6(/“12 +/“l1 )

Dois vdo — Uma aplicagdo. Para nomear vaos e apoios, sempre iniciar com n=1.

Andlise:
(vaos @ e @): n=1

Vaos Apoios
n-1=0

n=1

n=1
n+l=2
n+l=2
€. Xy +2,+6). X, +€, . X, =-6(u) + 117
Observacéo:

Nos apoios de extremidade o valor do momento serd igual a 0 (zero) - se ndo houver balanco ou carga
momento aplicada.

Apoio 0 — Xo=0

Apoio 2 - X2=0
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— DET. DOS FATORES DE CARGA - Consultar Tabela 1: C. Distribuida (vdo 1) e C. Concentrada (véo 2).

Véo 1 Véao 2
3,5 kN/m Y 10 kN
4 u.;z
i |AA — 1A Y u: ;_ 5
B A =
- ,a=20 | b=30 |
40m
e 4’ 1 3;1 50m 1

Figura 6.1. Identificag&o dos vaos e carregamentos da viga.

Fator de carga véo 1 Fator de carga vao 2
. ql®  35.43 , _ Pab bt1) = 10.2.3 345 =16
2 =7 = 52 = 9,33 M= =g ( ) = 65 ( )=

— CALCULO DO MOMENTO NO APOIO INTERNO (X1)

2(1y +15).X, = '6-(.“% +.“%)
2.(4,0 + 50).X;, = -6.(9,33 + 16,00)
X; = -8,44kN.m

X, = 8,44 [Nml
3’5 [kaITI]

P 10 NI
(AA A (! \ ¢

VN 1 VA /S o A

20 3,0
s 4.0m g om o, m

Figura 6.2. Posicionamento do Momento Negativo no apoio 1, ap6s uso da equagdo dos 3 momentos.

— CALCULO DAS REACOES DE APOIO
As reacdes de apoio devem ser calculadas separadamente para cada vao (Figura 6.3). Além das
cargas nos vaos (distribuidas e/ou concentradas), devem-se aplicar também os momentos nos apoios do

respectivo vao. O sentido destes momentos (horario ou anti-horario) deve deformar o vdo da mesma maneira
gue a carga aplicada sobre ele.
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Ve
NELAL 1 1 ,
AN 1 NIA AN O A
40m 20m |, 30m |
’ ’
3.5 [km] X, = 8,44 [Nl X, = 8,44 KN V o [N

OAM éﬁ +1T> (“A— _ Ai—

1 R, NI 'I R, KN 1 R, KNI II 1 R, [kN]

Figura 6.3. Separagdo dos vaos (vigas) para determinagao das reacdes de apoio.

Para vao 1:
3 5 [KN/m] X, = 8,44 [KN.m] @Y M, =0
*" +* * 3,5x4x2+8,44-R, x4=0
0 = R, =9,11kN
_A_ (1;] _1A T
N ®>» v=0
40m A Z
TR, o Tr R, +9,11-3,5x4=0
R, =4,89kN
Para vao 2:
(» >M1=0
_ wem |10 (N
Xy =844 T ¢ 10 . 2,00 -8,44 — R2. 5,00 = 0
2 =
1 c 7 2) c R2=2,31 kN
20m Y 30m # T@ZV=O
R,V R, kN Ri+231-10=0
R1=7,69 kN
R, = 4,89 kN
Ry = 9,11 + 7,69 = 16,80 kN
R, = 2,31 kN
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OBSERVACOES PERTINENTES:

e Areacdo no apoio 1 é igual a soma das reacdes do apoio 1 para os vaos 1 e 2 (Figura 6.4);

10 kN

3,5 kN/m
11y 1A |1 ¢

0 2
. © > 2 _Z‘XK_
40m 20m |, 30m
’
Ry, =4,89kN R;= (9,11 +7,69) = 16,8 kN R;=231kN

Figura 6.4. Reag8es de apoios.

e As reacdes de apoio sdo cargas concentradas;

e ApOs o célculo das reacdes e para calculo dos Esforcos Solicitantes Internos, utilizar a viga
com carregamentos e reacdes, ndo sendo necessario a representagdo dos momentos nos
apoios, uma vez que estes serdo determinados normalmente nesses calculos (Figura 10);

e Os esfor¢os solicitantes internos (ESI) devem ser determinados nas se¢fes-chaves (apoios,
inicio e fim de carga distribuida, cargas concentradas);

e Eindiferente olhar as cargas a esquerda ou a direita de uma determinada sec&o, o resultado

RELEMBRANDO — CONVENCAO DE SINAIS - MOMENTOS

Olhando as cargas a esquerda da se¢éo considerada:
considera como positivo 0o momento com tendénciade girono | ey

. L s
sentido horério
+ 1
Olhando as cargas a direita da secdo considerada: considera
como positivo 0 momento com tendéncia de giro no sentido gl ------
anti-horario
+
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Os momentos fletores deverao ser calculados nas seguintes secfes-chaves: 0, 1, A, 2 (Figura 6.5).

3'5 [kN.’m] 10 [kN]
" \ J )
0 ( 1 ‘ 1 A' (2 )
4;0 [m] 2'0 [m] * 30 [m]
R, = 4,89 M R, = 16,80 M R, = 2,31 KN

Figura 6.5. Identificacdo das segfes-chaves e reagdes de apoios.

— DETERMINACAO MOMENTOS FLETORES C """ jF
+ 1
My=0
M; =489%x40—-35%x4,0x20=-844kN.m
M, =489 x60—35x%x4,0x4,0+ 16,80 x 2,0 =694kN.m
M, =489%x90-35%x40x70+1680x5—-10x3=0,0kN.m

— DETERMINACAO ESFORCO CORTANTE C ------ b
+ 1
Vo SVE=0 A — V& =+489 —35%x4,0=—911kN
— V& = +4,89 kN — V& = +4,89 — 3,5 X 4,0 + 16,80 = 7,69 kN
Va — V& =769 kN V, — V& =-231kN
— V& =4769—10 = —2,31 kN S V& =-231+231=0kN
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— DIAGRAMA DOS ESFORCOS (Figura 6.6)

3,5 [kmi Vo [kN]
\
o Yy VY F1 @ )
A 40m 20m 3,0m
1 Ry =4,89 kN] Ry = 16,BDIKN] Ra g2,3'1 IkN]
7,69
IS
i
A | o
o ||||| il DEC
=T MG
| |
9.11
8,44
—
q_'[‘::‘f /
s
— = © ©
T DMF
+ " @
W s« = 3,42 -1
¥ 6oam

Figura 6.6. Diagrama dos Esforgos Seccionais (DEC e DMF).

— DETERMINACAO DO MOMENTO FLETOR MAXIMO POSITIVO

ONDE O ESFORGO CORTANTE E ZERO!!!

e Por semelhanca de triangulo:
4,89 911
X  4-x
19,56 — 4,89x = 9,11x
19,56 = 9,11x + 4,89x
x=1,40m
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1.3.2 Exercicio 2: Calcular e desenhar diagrama dos esforgos seccionais de viga continua ilustrada na

Figura 7.
4 [kN/m] | g kN.m]
AAEEEIENI 1 m ,
A o A \ @ A
L 25 [m] L o [m] L 2 [m] L 2 [m] L
1 1 1 1 1
Figura 7. Viga hiperestatica com dois vaos.
~ n n+1
Equagéo 1: € X, +2(, +€ ). X +€ . . X ., =-6(u) +u")
Dois vdo — Uma aplicagdo. Para nomear vaos e apoios, sempre iniciar com n=1.
Analise:
(vios @ e @): n=1

Véaos Apoios

n-1=0
n=1

n=1
n+l=2
n+l=2
1 2
6. Xo+2(6,+6,). X, +€, . Xy =-6(1, + 111)
Observacéo:

Nos apoios de extremidade o valor do momento seré igual a O (zero) - se ndo houver balanco
Apoio 0 —» Xo=0
Apoio 2 - X2=0

DETERMINACAO DOS FATORES DE CARGA - Consultar Tabela 1. Cargas distribuidas.

Fator de carga véao 1 Fator de carga véo 2
4 [kN/m] g kN
Yy 1y 7o G /—\ .
AN © _Ziz o \ (2) L
, s=25M a=2m L a=2["‘1+ b=2Im
|
1 Vi
\/ E=4,5[m] L f=4[m]
1 (
2 2
241 0
4258 8x4(3x2?
- 2 _ 2y — 3 _
= 2ax45 (2x4,5°—2,5°)=793 6 < 12 1) 1,33
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10 [kN/m]

|AARA \{@
D ® A
L a=2,5[m] S=2[m]
’
qb f=45m
2
g.s 2 .2
Qa7
10 x 22
m(z * 4,52 — 22) = 13,52

— CALCULO DO MOMENTO NO APOIO INTERNO (Xy).

200 + 1) . Xy = -6(uz +u9)
2% (45 + 40) X X, = -6 % (7,93 + 13,52 — 1,33)

X, = -7,10 kN.m

10 [kN/m]

X, =7,10 KN
4 [kMN/m] 8 [kN.m]
O 4 DN
* 25 m L 2 [m] 2 [m] L 2 [m] |,
2 Yf 1
10 [kN/m] X, =710 [kN.mm] X,=7,10 [kN.m]
ﬁgﬂj N
Al A 1) C ! /—\ 2
oA @ VAN A
L 25™ ), om , 2 2™
1 1 1

— CALCULO DAS REACOES DE APOIO

As reacgfes de apoio devem ser calculadas separadamente para cada védo. Além das cargas nos vaos

(distribuidas e/ou concentradas), devem-se aplicar também os momentos nos apoios do respectivo védo. O

sentido destes momentos (horario ou anti-horario) deve deformar o v8o da mesma maneira que a carga

aplicada sobre ele.
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Para vao 1:

r‘;-‘l

10 [kN/m] X, = 7,10 i » My, =0
4 [kN/m] 2,5
+4><2,5><(7>+10><2><(1+2,5)+7,10=4,5><R1
L1y IR R R, = 19,91 kN
VAN O A
2,5[m] L 2[m] A ZV=O
4
R [kN] R[KN]W R0+R1=4X2,5+10X2
¢ Ry, = 10,09 kN
Para véo 2:
X1 = 7’10 [kN.m] ( +/|
8 [kN.m] ZMl =0

~7,10 +8 = 4 X R,
: - , R, = 0,23 kN
oo2m o pm i Y=o

R, M1 1 R, ] Ri+R,=0
Ri=—R,= —0,23 kN

R, = 10,09 kN
R, = 19,91 — 0,23 = 19,68 kN
R, = 0,23 kN
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— DIAGRAMA DOS ESFORCOS: Apo6s célculo das reagdes, calcula-se entdo os esforgos seccionais

(Esforco Cortante e Momento Fletor).

10[kN.’m]
4 (kN/m] g K.
"1 n v /N
0 @ \ @ Y
25 [m] 2 [m] 2 [m] 9 [m]
Ry=10,09 R=19,68 R,=0,23
10,09
H E (LI LTI LT LT TR TV TV TTTVATTATINTT
_0,09\‘% H -0,23
: )
L, x=243 >E
-19,91
8.81 -8,41
(a.0)/8 A ’
(10x2%)/8=5 / -
S | -0.41
(a.0%v8 J - .
(4 x 2,5%)i8 = 4,94
Q. h rd
a-*/
i 11,78
X =2,

Figura 7.1. Diagrama dos Esfor¢cos Seccionais (DEC e DMF).

Mo = 10,09 X 2,43 — 4 % 2,43 X 1,215 = 12,71 kN.m
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1.3.3 Exercicio 3: Calcular e desenhar diagrama dos esforgos seccionais de viga continua ilustrada na

Figura 8.
15 [kN/m] 25 [kN/m]
1y 11 o 1
_OA_ (D lA_ (2) _Az_
[m] [m]
) 3,0 * 4,0 7
Figura 8. Viga hiperestatica com dois vaos.
~ n n+1
Equagéo 1: €, X, +2(€, +€,.,). X, +€. .. . X ., =-6(u; +u")
Dois vdio — Uma aplicagdo. Para nomear vaos e apoios, sempre iniciar com n=1.
Analise:
(Vios @®@e @®): n=1
Vaos Apoios
n-1=0
n=1
n=1
n+l1=2
n+l=2
1 2
€. Xy +2(6,+6). X, +€,. X, =-6(u, + p47)
Observacéo:

Nos apoios de extremidade o valor do momento seré igual a 0 (zero) - se ndo houver balan¢o
Apoio 0 —» Xo=0
Apoio 2 - X2=0

DETERMINAGCAO DOS FATORES DE CARGA - Consultar Tabela 1. Cargas distribuidas.

Fator de carga vao 1 Fator de carga véo 2

15kN/m ¢ by 25 kN/m

e

L 40m L

30m /] 4
L q® 15 X300 _ e 2_q><|3_25><43_6667
b2 =54 = 22 T~ e =94 T 724 ~°%
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CALCULO DO MOMENTO NO APOIO INTERNO (X1).

2(6,+6,). X, :'6(,”; +,u12)
2x(3,0+4,0)x X, =-6x(16,875 + 66,67)
X, =-35,81 kN.m
X, = 35,81 [KNm]
15[kNlm] /

"y 6 Y *hf * *
A 0 A @ A2

%{*’E’,%

X;= 35,81 [kN.m] X,= 35,81 [kN.m]

15 [kN/m]

m__
0 ! 0 '1 > jﬁ <-2.‘f+ <.

* 3,0 ) * 4,0 *

— CALCULO DAS REACOES DE APOIO

25 [kN/m]

Para vaéo 1:
35,81 kN
15 kN/m (.692'\/'0 _o
| # ‘ &‘ H¢ | 15x3%x1,5+35,81-R, x3=0
0 R, = 34,44 kN
1 ,
@ E l T@e> v=0
R0 30m Ry R, +34,44-15x3=0
R, =10,56 kN
Para véo 2:

35,81 kN f

25 kN/m ®YM, =0
1y i 25x4x2-3581-R, x4=0
2 R, = 41,05kN
-APl @ _A_ T® z V=0
A i B
R, { 40m R, R, +41,05-25x4=0
R, =58,95kN
R, = 10,56 kN
R, = 34,44 + 58,95 = 93,93 kN
R, = 41,05kN
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DIAGRAMA DOS ESFORCOS: Apos calculo das reacdes, calcula-se entédo os esforgos seccionais (Esforco
Cortante e Momento Fletor).

15 [knm] 25 [im
1 THRIL 1
. @ 1A @ ’
30M 4,0
R, 3 10,56 M R = 93,39 11 R, = 41,05 M
‘\5&95
\\
I'\
\
\
n
10,56
\ ®
mma
4=070§" - a=236M @
N 3444
\
\| 4105
35,81 knm
/
/I
/ N
a.? AN 2
—— =|16,875 — =16,875
8 8
4 ¢
© N~ | O
- 1] DME
3 7D [im @
.o
+)
\ /
N\ ;‘f
\ y
\ Vg
e -?3’368 [i.m]
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— DETERMINACAO DO MOMENTO FLETOR MAXIMO POSITIVO
ONDE O ESFORGO CORTANTE E ZERO!!!

Por semelhanca de triangulo (1):
10,56 34,44

X  3-x
31,68 — 10,56.x = 34,44.x

x=0,70m

M, .x+ =10,56 X 0,7 —-15%0,7%x0,35= 3,72 KkN.m

max

Por semelhanca de tridngulo (2):

58,95 41,05
X - 4—-x
235,8 —58,95.x = 41,05.x
x =2,36m
M

max

VIGAS HIPERESTATICAS — EQUAGAO DOS 3 MOMENTOS

+=10,56 X536 —-15x3%3,86+93,39 X 2,36 —25x 2,36 x 1,18 = 33,68 kN.m
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1.3.4 Exercicio 4: Calcular e desenhar diagrama dos esforgos seccionais de viga continua ilustrada na

Figura 9.
15 kN 8 kN
10 kN ¢
20 kN/m 33 kN/m '
o |AA A | 1BA A
AN @ A ) A
, 25m L, 15m |, 15m L10m ,1,0m |
’ i ’ ’
Figura 9. Viga hiperestatica com dois vaos.
~ n n+1
Equagéo 1: €, X +2(€, +€, ). X, +€. ... X, =-6(u) +u]")
Andl Dois vdio — Uma aplicagdo. Para nomear vaos e apoios, sempre iniciar com n=1.
nélise:
(Vaos @ e @®@): n=1
Véaos Apoios
n-1=0
n=1
n=1
n+l=2
n+l1=2
1 2
Observacéo:

Nos apoios de extremidade o valor do momento seré igual a O (zero) - se ndo houver balango

Apoio 0 —» Xo=0
Apoio 2 - X2=0

— CALCULO DOS FATORES DE CARGA - Consultar Tabela 1. Cargas distribuidas.

Fator de carga véao 1

10 kN
20 kN/m
. 4
AL A
AN @ AN
| 25m , 15m |,
7 7 7
3 3
L 20 x 4
He = 5 =gy = 5333

VIGAS HIPERESTATICAS — EQUAGAO DOS 3 MOMENTOS

Fator de carga véo 2

15 kN¢ 8 kN
33 kN/m '
¥
2
" vy VY "
A @
, 15m ,1.0m [1.0m ,
/ 7 7
3 3
, _ql 33 x 3,5
=_—=""_"" -58095
M= 24
Prof.: BORJA



Pab ) 10x2,5x1,5
=T )= R (2,5+40)=1016 u2 :%(bu):%(z,ms,s):n,m
2_Pab ~_ 8x2,5x1,0 B
1 = b+ 1) =T (1,0+438) = 4,29
— CALCULO DO MOMENTO NO APOIO INTERNO (Xy).
6l 2
2x(4,0 + 3,5)x X =-6x(53,33 + 10,16 + 58,95 + 11,79 + 4,29)
X, =-55,41 kN.m
10 [N X, = 55,41 kn 15 [N] g [kN]
20 kN * / 33 kN/m] ‘
tt! Wit v 91 by | ,
A 1A F# B c A
tR“ 2,51 , TP” 15M , 1.0[”‘TR2
/ 1 15m 1 T 10m 1 1
[kH] - - 15 K] k)
10 X, =565,4160m X, = 5541 KNl ‘ 8
20 kN/m] 33 [kH/m]
1 TR )
0 A 1 1 B [
th 25 L a Ri 4 5m 10 |7
1 T 450 7 1 T 100 1 7
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— CALCULO DAS REACOES DE APOIO

As reacdes de apoio devem ser calculadas separadamente para cada vao. Além das cargas nos vaos
(distribuidas e/ou concentradas), devem-se aplicar também os momentos nos apoios do respectivo vdo. O
sentido destes momentos (horario ou anti-horario) deve deformar o v8o da mesma maneira que a carga

aplicada sobre ele.

Para vao 1:
() ®> M, =0
[kN] "
10 Xq - 5541 [kH.m]
20x4x2,0+10x2,5+55,41=R; x 4
20 [tim] R; =60,10 kN
. W9 9§y
A 1
tRO R, Te> v=0
2|5[m] L
7 5w 7 Rp+20x4+10-60,10=0
Rp =29,90 kN
Para vao 2:
X, = 55,41 K] 151 g &M ®2M, =0
S 33x3,5x1,75+15%x1,5+8x%2,5-55,41=R, x3,5
33 [khim) 2
R, =54,06 kN
] S C 2 Te> v=0
R, R, R;+54,06-33x3,5-15-8=0
1,5 ) , 1.0 R, =84,44 kN
1 T 10m 1 i
10 NI 15 KNI g [kN]
0 i 33 [kNm]
. TR .
AN A 1A B c A
25 |, , | L
(. (T T 10m 1 1
Ro =29, R= (60,10+84,44) = 144 54 [N R, = 54,06 "
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— DIAGRAMA DOS ESFORGOS: Apos calculo das reagdes, calcula-se entao os esforgos seccionais

(Esforco Cortante e Momento Fletor).

10 kN 15 kN |8 kN
20 KN/ ‘ 33 kN/m ‘

OZQ RTER! N Al e
ﬁ:R; =299 kN@ ‘ ] R, = 144'33,\, ‘ ‘ %} R, = 54,06 kN

25m | 15m 15m 110m’1,0m

84 44
OFy

N\

! \
\ N\ DEC

\\ 54,06

60,1

\
3413\ __
40,15
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1.3.5 Exercicio 5: Calcular e desenhar diagrama dos esforgos seccionais de viga continua ilustrada na

Figura 10.
7 [kN]

25 [KN/m] *
Y v v Y v : Yy Y Yy,
©) L e _ék_
AR 5.0 M ! Ri 2,5 R;

2.0 [m]
Figura 10. Viga hiperestatica com dois vaos.
~ n n+1
Equagéo 1: € X +2(€, +€, ). X, +€. ... X, =-6(us +u")
Andl Dois vdio — Uma aplicagao. Para nomear vaos e apoios, sempre iniciar com n=1.
nélise:
(Vaos @ e @®@): n=1
Véaos Apoios
n-1=0
n=1
n=1
n+l1=2
n+l1=2
1 2
Observacéo:

Nos apoios de extremidade o valor do momento seré igual a O (zero) - se ndo houver balanco

Apoio 0 —» Xo=0
Apoio 2 - X2=0

— DETERMINACAO DOS FATORES DE CARGA - Consultar Tabela 1.

Vao @
25 kKN/m
e
1Ll @H e
, 50m
‘
3 3
. q® 25x5
=L 272 _ 13021
2 = 5% 24

2

uy

VIGAS HIPERESTATICAS — EQUAGAO DOS 3 MOMENTOS

Véao @
7 [kN]
Y,
STy v,
L @
L 20m b 25m L
y 7 7
2_ﬁ_25><4,53_
M= 5 =g - 9492
_Pab b I_7><2,0><2,5 254 45) = 907
= 0= s () =9
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— CALCULO DO MOMENTO NO APOIO INTERNO (X1).

2(l; + ). X, = —=6(uz + pui)
2(5,0 + 4,5).X; = —6.(130,21 + 94,92 + 9,07)
X, = 73,96 kN.m

— CALCULO DAS REAGOES DE APOIO

As reacfes de apoio devem ser calculadas separadamente para cada vao. Além das cargas nos vaos

(distribuidas e/ou concentradas), devem-se aplicar também os momentos nos apoios do respectivo vado. O

sentido destes momentos (horario ou anti-horario) deve deformar o vdo da mesma maneira que a carga

aplicada sobre ele.

X, = 73,96 [KN-ml

255 [kN/m]

¢ 7 [knim)

N,
1 1N T T
2 o VA @ A2
5,0(m ﬂb 2,0 ﬂb 25

74

X,= 73,96 [kN.m] X-‘ =73.96 [kN.m]

DV

¢ 7 [kNim]

255 [kN/m]
]
1 TEEY ) ( 1
A @ 14/ A @ AL
L, 50 [m] R |, 20 [m] l’ 2,5 [m] |,
ﬂ rd d Il dl
Para vao 1:
X, = 73,96 [kN.m] r
25 [kNm] ® ZMO -0
\IETEET 1 ) 25 X 5,0 X 25+7396-R, X 50 = 0
0 (1) 1 Rl = 77,29 kN
50 Ted v=0
Ry Ry RO — 25x% 5+77,29 =0
R, = 47,71kN
Para vao 2:
7 [kNim]
X, =73,96 (Nl
¢ r ®> M, =0
"' “ 7X2,0+25X4,5X2,25'73,96'R2x4,5=0
- = ) R, = 42,93 kN
2 TS V=0
A 20 2,51 J 2
: : . Ry + 42,93-25% 45-7 = 0
Ry 2 R, = 76,57 kN

VIGAS HIPERESTATICAS — EQUAGAO DOS 3 MOMENTOS
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7 IkNim)

m__ 1

s A S |
5,0m 2,0m L 2,5Mm

1 7

R, = 47,71 R,=153,87 R, = 42,93
76,56
\\\
47,71
26,56
‘ 19,56
I DEC

Il
z=1,91M x=278M . @

W 4293

N\
\ 77,28
73,96 (KMl
/
/
/
S
P V4
qé— =78,125
‘C.:> =125
4 ©
/ ©
[l DMF
I ®
'+> q—fz =19,53
e
29,20 [ml
\‘n-.-.. ."‘ / 88 o
45,52 (44
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—DETERMINACAO DO MOMENTO FLETOR MAXIMO POSITIVO

VAO 1 (semelhanca de triangulo)

4772 _ 7728 9386 — 47,72.x = 77,28.X x=191m

X 5-x

M =47,71%1,91—-25%1,91%0,96 = 45,52kN.m

max*

VAO 2 (semelhanca de triangulo)

19,56 _ 42,93
X 2,5—-x

19,56 x 2,5 —19,56.x = 42,93.x x=0,78m

M

max

VIGAS HIPERESTATICAS — EQUAGAO DOS 3 MOMENTOS

+=4771x%x778 —25x5,0x5,28+ 153,87 x 2,78 —25x%2,78%x1,39—-7x0,78= 3687 kN.m
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1.3.6 Exercicio 6: Calcular e desenhar diagrama dos esforgos seccionais de viga continua ilustrada na

Figura 11.

2 kKN/m ¢8kN 6 kN

A @ A @ A2 & A3
L

45m 15m |, 20m

’ 1

Figura 11. Viga hiperestéatica com trés véos e balango na extremidade direita .

EQUAGAO: Zn . Xn—l + Q(Zn + én+1)' Xn + €n+1 . Xn+1 :—6([1; +/,l?+])

40m L 15m |

Trés vados — Duas aplicagoes. Para nomear vaos e apoios, sempre iniciar com
n=1.

(Vaos ©@; e ©): n=1

Etapa 1: Calculo dos momentos nos apoios das extremidades:
Apoio 0 — Xo=0
Apoio 3 - X3 =-6x15=-9kN.m

Etapa 2: Aplicacédo da equagédo dos 3 momentos: como a viga tem 3 vaos, serdo necessarias 2 aplicacdes do
método.

1° aplicacdo (vdos @ e @): Para primeira aplicacdon =1

€. Xy +2(6, +6,). X +€, . X, =-6(uy +45)

2° aplicacdo (vaos @ e ©): Para a segunda aplicacdo n = 2

, X +2(6, +4,). X, + €, X, =-6(u5 + 1)
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DETERMINACAO DOS FATORES DE CARGA - Consultar Tabela 1.

Vao @ — PRIMEIRA APLICAQAO Vao @ — PRIMEIRA e SEGUNDA APLICA(;AO
2 kN/m 8 kN
\d \é) & ‘<
11y 1Y 1 | & T ®
A @ A AN @ N
L f=45m a=15 L bh=20
1 T
,Fz = 3,5 m
Pab 8x1,5x2
3 3 1 T ) =2 89X 5 3 5)= 6,29
=L -2 759 =g o= s (2439
02 =P ) 82y 5 35y 57

6! 6x3,5

V&o @ — SEGUNDA APLICACAO

Y
:
B _
VAN ® AN
|, 3=4,0m |,
1 7

Se nao ha carga no véo

43 =0

Observacao
Célculo dos fatores de carga em um determinado vao:

*= se nao houver carga neste vao o fator de carga é igual a zero.

*= se houver mais de uma carga neste vao o fator de carga final é igual a soma dos fatores de carga
das cargas atuantes.

Agora pode-se resolver a 12 aplicagdo: 2(¢, +€,). X, + €, . X, =-6(u5 + 1i2)
2.(45+35).X,+35.X, =-6(7,59 + 6,29)
16. X, +3,5. X, =-83,28)

E na sequéncia pode-se resolver a 22 aplicacdo: €y X, +2(€, +€5). X, + €y . Xy =-6(1t + p47)

35X, +2(35+4,0).X, +4.(-9)=-6(5,71+0)
35X, +150.X, - 36,0 =-34,26

35X, +15.X, =-1,74
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Resolvendo-se o sistema de duas equacdes a duas incognitas, decorrente da 1° e 2° aplicacdes da
Equacéo dos 3 Momentos, obtém-se aos valores dos momentos X1 e Xz. Os valores dos momentos nos apoios

Xo e X3 sdo obtidos diretamente na analise do calculo do momento fletor da viga nesses apoios.

Xo=0

X1=-551 kN.m
Entao:

X2=1,40 kN.m

X3 =-9,00 KN.m
— CALCULO DAS REACOES DE APOIO
A partir desse ponto, pode-se fazer o célculo das reacdes de apoio para cada vao individualmente
(com a representacdo dos respectivos momentos fletores nos apoios), e posterior, apds reacdes,

determinacédo dos esforcos seccionais nas secdes-chaves, necesséarios para possibilitar o tracado dos

diagramas desses esforcos.

X, =5,51KNm X, = 1,400 6 [kN]

o [kN/m] P g [kN] *
A A W A
A o N4/ o (A2 @ A3
A Ro 4,5 AR1 2,0m *Rz 4,0 Ra* 1,5M |
'I T 4 5m i
Vao @
X, = 5,51 KN-ml (‘ ®> M, =0
2 (ml 2 X 45 X 225+551-R; X 45 = 0
oLV Y ¥ ¥ ¥ | R, = 572kN
AN @ A t@> V=0
*RU 4,5 %RW Ry — 2X 45+572 =0
R, = 3,28 kN

Vio @ K@ZM1=0

- [kN.m] - [kN.m]
X =551 gt X =140 8 x 1,5-551+1,40-R, X 3,5 = 0
R, = 1,45kN
AN 2 A2 T@e> v=0
R 20™ - =
+ 5 7 . R, 8+ 1,45 0

R, = 6,55kN
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Vao © (y S>) E M2 =0
X, = 1,40 lNm 61 6 X 55-4,0 X Ry+ 140 = 0
R; = 8,60 kN
3
A2 ® AN T®> V=0
R, 4.0m Rof 4 5lm
* : + ST R, +8,60 -6 = 0
R, = -2,60kN

DIAGRAMA DOS ESFORCOS: Apds célculo das reacdes, calcula-se entdo os esforgos seccionais (Esforco
Cortante e Momento Fletor).

o [kh/m] g [4N]

T Y

SR s S
4,5 2!0[m]‘ 4D[m] 115[m]L

R, 1= 3,28 (41 Ry = 12,27 il 1,5 TR, = 1,151 TR, =8,60 M1

g [<V]

655 [kN] G;OO[kN]

3,28

®
ﬂmﬁ\ DEC

NERRRNNNRAREN
1,45 1 =

5,72 K 2,601
9,00 (I
551 [kN.m]
_—
- ©
-
e
il DMF
2,68 IKml 431 0m @
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1.3.7 Exercicio 7: Calcular e desenhar diagrama dos esfor¢os seccionais de viga continua ilustrada na

Figura 12.

(kN/m]
o [kN/m] 7 4 [k/m] o kn/m]

WHOiWi ¥ v Y Yy ¥/ ¥V ¥

JAN ® y ©) 2 ® &
2.0 ml A 20 [m] |,1 0 [m 3,0 [m] g ml 2,0 [m] 20 [m]
T~ (I o T=

3 [kN/m]

Figura 12. Viga hiperestéatica com trés véos e balangos nas extremidades.
Etapa 1: Calculo dos momentos nos apoios das extremidades:
Apoio 0 — Xo =-(3x2) =- 6 kKN.m
Apoio 3 — X3 =- (2x2) = - 4 KN.m

Etapa 2: Aplicacédo da equag&o dos 3 momentos: como a viga tem 3 vaos, seréo necessarias 2 aplica¢des do

método.

n+1

Equagéo Geral: Zn . ><n-1 + 2(én + €n+1) . Xn + en+1 . Xn+l =" 6(“2 + 1, )

1° aplicacdo (vdos @ e @): Para primeira aplicagdon =1

b . Xy +2(¢,+€,). X, +€, . X, =-6(p; +13)

2° aplicacéo (vaos @e ©): Para a segunda aplicagdo n = 2

, X +2(6, +4,). X, + €, X, =-6(u5 +11)

FATORES DE CARGA

Véo @ — PRIMEIRA APLICACAO vdo @ — PRIMEIRA e SEGUNDA APLICACAO

2 [kN/m] ) 7 [kN/m] ”
I | I vy |
A @ AU A 2

# 2,0 %LMWA 2om

’IR1

_ﬂ_7x33

=7,875 (1* aplicacdo
24 24 (1" aplicacao)

2
g.s 2 2
—(2f*—s 2
24( ( ) Hy
2 x 2% % (2x32-22)] , ql 7x3° .
1 _ _ s L =7,875 (2% aplicacio
uh = A3 =156 | M= (2* aplicagéo)
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vao @ — SEGUNDA APLICACAO

4 KN/

k 'BIR
3) 3

2

I

[m] [m]
1,0 ) 2,0
Rs R,

2
45 (1 4a)2
24

2

24.3

(3+ 1) =356

Observacdo:
Célculo dos fatores de carga em um determinado vao:
» se ndo houver carga neste vao o fator de carga € igual a zero.

» se houver mais de uma carga neste vao o fator de carga final é igual a soma dos fatores de carga
das cargas atuantes.

Agora pode-se resolver a 12 aplicaggo: ¢, . X, +2(€, +¢,). X, + €, . X, =- 6(,u; +,uf)

3.(-6)+2(3+3). X, +3.X, =-6(s5 + )
-18 + 12.X; + 3.X, = -6(1,56 + 7,875)
-18 + 12.X; + 3.X, = -56,61

12.X, + 3.X, = -38,61

E na sequéncia, pode-se resolver a 22 aplicaco: €y X, +2(, +6;). X, +5 . X, =-6(12 + 123)
3X, +2(3+3). X, +3.(-4) =-6(7,875 + 3,56)

3.X,+12.X,-12=-68,61

3.X,+12.X, =-56,61

Resolvendo-se o sistema de duas equacgdes a duas incégnitas, decorrente da 1° e 2° aplicagcbes da
Equacéo dos 3 Momentos, chega-se aos valores dos momentos X1 e X2. Os valores dos momentos nos apoios

Xo e X3 séo obtidos diretamente na andlise do célculo do momento fletor da viga nesses apoios.
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Xo=-6KkN,m
X1=-2,17 kN.m
X2=-4,17 KN.m
X3z =-4KkN.m

Entao:

CALCULO DAS REACOES DE APOIO
A partir dai pode ser feito o célculo das reacdes de apoio e dos valores dos momentos fletores nos

pontos necessarios para possibilitar o desenho dos diagramas.

X, = 2,17 kN-ml X, = 4,17 KNM]

[kN/m]
3 KN/l o [kN/m] 7 - 4 tkvm] o [kN/m]

BTN Isans AN EEARIIETE Isans

0A @ \A¥ o \A¥ 5 3
, 20Mm A 20M™ [10 [ml 3,0lm oM 20 [m] 2 oml
I TR i TR R, i 1R,
@
3 [kN/m] = 2,17 kN-mI X, =247 KNm o pm) X, = 4,17 [N

2 [kN/m]

T I - ) (J”*az}
A uol%

JAN
2 o [ml A 2.0 [m] ; R 3.0 [m] le
’ TR / #
(b) (c)

r

r

®> M, =0 ®> M, =0
-3x2x1 + 2x2x1 + 2,17 = 3Rs 7x3x1,5-2,17 + 4,17 = 3R>
R1= 0,06 N R2=11,17 [N
Te3 v=0 T®> V=0
Ro=6+4-0,06 R1=21-11,17
Ro = 9,94 kNI R1=9,83 kN
Xp=4a7t0m 4R um

TR =

%E 2 %3
\_
1 O[m]L 2,0["1] 2,0[m] L

Ra 1 Ry q

@
() ®>'M, =0

4x2x2,0 — 4,17 + 2x2x4,0 = 3R3
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Rs=9,28 kN

T@®d v=0
R2=8+4-9,28
Rz =2,72 [kN]
KN/
3 [kN/m] ot 7 [kN/m] 4 [KN/m]  tkm)
! ¥y YV V ¥ ' v v ¥ Y ¥Y ¥y[ V¥V ¥
AN ® 4L @ NE) 2 ,

L, 2,0 [m] A 2.0 [m] 1,0 [m 3,0 (m] 0 [m] 2,0 [m] 2.0 [m] |,
Ro =9,941 , =9,89 MV R, =13,89 KN Rs 1 9,28 1

=

9,83 KNI
KN
3,94 NI 2,721 4.okNI @
w - W
[kN]
6,0 M 528
11,17 &N
glim]
5 qplnm 2,18 [kN.m] 3,84 [l AN

S —— e T 1,44 K y ey @
TN A= o
DMF

WY

4,81 (N

x=196m
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1.3.8 Exercicio 8: Calcular e desenhar diagrama dos esforgcos seccionais de viga continua ilustrada na
Figura 13.

7 [KN/m]

THIRE N

oA D N o A2
A 25 [m] L 20 [m] l 2.0 [m] |, 20 [m]
TR ’ R 1 R,

Figura 13. Viga hiperestatica com dois vaos.

Equagéo 1: € X +20 +€ ). X +€ X . =-6(u)+pu)

Dois vdio — Uma aplicagao. Para nomear vaos e apoios, sempre iniciar com n=1.

Andlise:
(Vaos @ e @®@): n=1

Véaos Apoios
n-1=0

n=1
n+l1=2

n=1
n+l=2

€. Xy +2(6,+6,). X, + €, . X, =-6(uy + 1)

Observacéo:
Nos apoios de extremidade o valor do momento seré igual a O (zero) - se ndo houver balango

Apoio 0 —» Xo=0
Apoio2 —» X2=0

DETERMINAGCAO DOS FATORES DE CARGA - Consultar Tabela 1. Cargas distribuidas.

4 kN/m]
- 2
f ¥¥ ¥ o’ 32 22 —s?)
N A 2‘”’
? N 4.2,5% 2 x 4,52 —2,5%) = 7,93
A 2,5 2,0 2axas L XY ) =7
1R TR
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7 N/

- qs
¢ ¢ ¢ P (f-l—a)

,_\

OA © 1 k_z 7 x 22
4,5+ 2,5)%> = 12,70
A 2’5[m] L 20[""'] A 24X 45( + )y =
T 1
2
1 13 [kN.m] f 3b2
~ M- (= -1)
‘A \ A 612
- Yrcica
¥ 20m 4 20m 4 4,0 3 x 22
} b=40m } 13x G PR 1) =-2,17

— CALCULO DO MOMENTO NO APOIO INTERNO (X1).

2x(4,5+ 4,0)x Xy = -6x(7,93 +12,9 + 2,17)
X1 =-6,59 kN.m

— CALCULO DAS REACOES DE APOIO
As reacfes de apoio devem ser calculadas separadamente para cada vao. Além das cargas nos vaos

(distribuidas e/ou concentradas), devem-se aplicar também os momentos nos apoios do respectivo vao. O
sentido destes momentos (horario ou anti-horario) deve deformar o vdo da mesma maneira que a carga

aplicada sobre ele.

- X,=6,59 [kN.m]
4 ! ! g w 13 kNm]
JENTHIEE sz >~
A 2,5 (m] 2.0 [m] l 20 [m] L 2 glml
R TR i R,
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[kN/m] X1=6.59 o
7

4 N/m] X,=6,59 (kN.m] 13 [kN.m]
bl i) X

AN A2
A 2,5M | 2,0["‘1l l 20l | 200
[

A 7 " Tr 1

(’ r@Zl\/ll:o

®> M, =0
4x2,5x1,25 + 7x2x3,5 + 6,59 = 4,5R1 -6,59_+ 13 _[kﬁ]Rl
Ri= 15,13 kNI Ri= 1,60
Te> v=0 T®> Vv=0
= = [kN]
Ro = 4x2,5 + 7x2,0 — 15,13 R2=R1=1,60
Ro = 8,87 N
Ry, =8,87 kN
R,y = 15,13+1,60 = 16,73 kN
R, = 1,60 kN
7 [kN/m]
4 [IkN/m] 13 [kN.m]

TR N

AN © { \ @ 2
A 25M 20 20m | 2,0
i

R, = 8,87 N i ’\R1= 16,73 N 1 R, =1,60 ]|
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— DIAGRAMA DOS ESFORCOS: Apo6s célculo das reagdes, calcula-se entdo os esforgos seccionais

(Esforco Cortante e Momento Fletor).

7 [kN/m]
4 [kN/m] 13 [KN.m]

TR IRE I
OA @ I\ 0 2

A o5m 200 20m | 20
1R, =887 ‘1R1=16,73[""] i R2:1,60['“Nﬂ
g,87 M
®
I
T D5

1,130 @ 1,60 ©,

- 10,301

\
'Y

N
>
I
»
N
3

/

\

/ ] DMF

2,71 [khL.m] ©)

9,68 (K.
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1.3.9 Exercicio 9: Calcular e desenhar diagrama dos esforgos seccionais de viga continua ilustrada na

Figura 14.
4 [kN/m]
10 e 13 kN
H\I\I\IT\'LF\v\ ! TT
0,
A 1 2
- e
25 m | 20m 2,0m L 20m
1 1 1
Figura 14. Viga hiperestatica com dois vaos e carga triangular no primeiro vao.
EQUACAO: _ n Nl
gn 'Xn—] +2(én +en+1)'xn +én+1 'Xn+1 - 6(/”2 +/,l] )

Dois vio — Uma aplicagdo. Para nomear vaos e apoios, sempre iniciar com n=1.
(Vaos @ e @®@): n=1

Véaos Apoios

n-1=0
n=1

n=1
n+l1=2

n+l1=2

€. Xy +2(6,+6,). X, + €, . X, =-6(u) + 117

Observacéo:
Nos apoios de extremidade o valor do momento seré igual a 0 (zero) - se ndo houver balan¢o

Apoio 0 —» Xo=0
Apoio 2 - X2=0

FATORES DE CARGA

Vao @ - carga concentrada

10K @ Pxaxbh
“ ) 1 = —X l
o 1, e = —gsp x @+l
A 45 ; 10x25x%x2,0
= T (2,54 4,5) = 12,96

* a=25m 1 b=20m * 6 xX4,5

L 4=45m |

1 T
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Vé&o @ - carga distribuida triangular

3
4 [kN/m) ”1,, _ M
2 360
()
m .
0 I7g
N 143 - Tx4x45°
Wy =30~ 709
L 25m | 20m |,
1 1
L 4=45m |,
1 7

py = ud +ul =12,96 + 7,09 = 20,05

Vao @ - carga distribuida

@ 2,5 [kN/m]
M . gxI® 25%x4,0°
1 Mf = = =6,67
Y 24 24
1 2
4.0m t
1
Vao @ - carga concentrada
u\f 13 [kN] .- Pxaxbx(+1)
» * o= 6x1
Vi 2A
7777
,[l, a=20m % b=20m ﬂb oo 13x2,0%20x(2,0+40)
ur = =13
L l,=4,0m L 6 x4,0
1 i

2 =u? +p? =667+ 13,0 = 19,67

2X(45+4).X; =—-6.(20,05 +19,67)
X, =14,012 kN.m

VIGAS HIPERESTATICAS — EQUAGAO DOS 3 MOMENTOS Prof.: BORJA



— CALCULO DAS REACOES DE APOIO

As reacfes de apoio devem ser calculadas separadamente para cada vao. Além das cargas nos vaos
(distribuidas e/ou concentradas), devem-se aplicar também os momentos nos apoios do respectivo vdo. O
sentido destes momentos (horario ou anti-horario) deve deformar o vdo da mesma maneira que a carga

aplicada sobre ele.

M,=0
= e Z 0
105y X, = 14,012

4,5 X 4
N\ +( - ) x 1,5 + (10 X 2,5) + 14,012 = 4,5 X R,
) Ry = 11,67 kN

“ A/
T e T Sv-o

1 T Ro+ Ry =9+10
Ry = 7,33 kN

4 [kN/m]

ZM1=O
_(14,012) + 13X 2 + 25 x4 X2 = 4 X R,

X, =14,012 #-m
1 13 [k R, = 8,00 kN
# 2,5 [kN/m]

1T 1 T 1] Q.v=0

1_)_ ;77_ — R+ R, = 13+25 x4
Ry»= 13410 —8,0 = 15,0 [kN]
20m ’[L 20m
R, = 7,33kN
R, = 15,0 F 11,67 = 26,67 kN
R, = 8,0kN
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4 [kMim]

0

10 & 13 ]
2.5 [kN/m)
Q 1 2
Ro=7,33 " BN ’7’7{_
25m 20m 20m 20m =
R,=26,67 M
15,01 KNI
10,01 [
7,33 [0
@ 0,12 kNI @
e
_ S:D[k\l]
[kM]
-9,88 11,66 0
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1.3.10 Exercicio 10: Calcular e desenhar diagrama dos esforgos seccionais de viga continua ilustrada na

Figura 15.

10 KM 10 M
4,5 [kNm]

NI IERE RN IR R

3,0/ |, 3,0 [ | 3,0 [m! |, 3,0m ,

Figura 15. Viga hiperestatica com dois vaos.

~ . _ n Nn+1
Equagéo 1: €, X +2(€, +¢€,,). X, +€,.,. X, =-6(uy +u]")
Dois vdo — Uma aplicagdo. Para nomear vaos e apoios, sempre iniciar com n=1.
Andlise:
(Vios @®@e @®): n=1

Vaos Apoios
n-1=0

n=1

n=1
n+l=2
n+l1=2
1 2
Observacéo:

Nos apoios de extremidade o valor do momento seré igual a 0 (zero) - se ndo houver balan¢o
Apoio 0 —» Xo=0
Apoio2 —» X2=0

DETERMINACAO DOS FATORES DE CARGA - Consultar Tabela 1. Cargas distribuidas.

Fator de carga véao 1 Fator de carga véo 2
[kN] 10 NI
10 W
4 5 kNm d } 4,5 (kNml
M
2k R 1 1 a AL 1y LI 1 )
0 , T .
1 A 1A 2
- m] (m]
y 30 [m] s 3,0 [m] ) 7 3,0 s 3,0 /7
3 3 3 3
1_ﬂ_4,5><6,0 _ 2=q><| =4,5><6,0 — 405
e = g =gy =405 H2 =79 24 ‘
., Pxaxb +|_10><3><3 346) =225 . Pxaxb b+|_10x3x3 34 6) = 22.5
we = — g @t h=——"—( ) =22, He = — g b+ =——"—( ) =22,
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CALCULO DO MOMENTO NO APOIO INTERNO (X1).

201+ 1) . Xy = -6(u3 +ud)

2% (6,0 + 6,0) XX, = -6 X (40,5 + 22,5 + 40,5 + 22,5)

Xl = ‘31,5 kN.m

fo Xy=31,5m X =31 500m 10
4'5 [kN/m] 4'5 [kN/m]
AT IR ) ( K1 A I N 1 B
© ! 1A @
3,0MM |, 3,0 l, 3,0 L 3,0
i I i i
— CALCULO DAS REACOES DE APOIO
Para véo 1:
[kN]
VO X, = 31,5 [k (’
45 [kN/m] ® ZMO -0
" "R " 45 X 6 X 3 +31,5+ 10x3-R, X 6 = 0
0 o 1 R, = 23,75kN
= Ted> v=o0
3,0 [m] 3‘0["'] _
Ry + 23,75 -45%x 6-10 = 0
Ry = 13,25 N R,=23,75 I Ry, = 13,25kN
Para véo 2:
[kN]
X, = 31,5 kNl yo r
4'5 [kN/m] @le -0
1| AA 1Y 1Y 1A —31,5+45x6x34+10x3-R, x 6 =0
A %) ‘ R, = 13,25 kN
To> V=0
3,0 3,0 2
7 R, + 1325-10-45x6 = 0
R, = 23,75 R, =13,25N R, = 23,5kN
R, = 13,25 kN
R, = 23,75+ 23,75 = 47,5 kN
R, = 13,25 kN
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DIAGRAMA DOS ESFORCOS: Apos calculo das reacdes, calcula-se entédo os esforgos seccionais (Esforco

Cortante e Momento Fletor).

10 (M 10 M
4’5 [l /]

1A Y Y Y

2 ® 1 © N
* 30! , 3,0 * 3,0m 3,0 *
Ry =13,25 M1 1 R, = 47,5 MV Ry = 13,25 [V
23,75
13,25
10,25
T ®
i Il | o2 >
- 3] HH : M
w2 0,25 @
40,25
23,75 1328

+
/AN
20 —> q_:.stzzs'oa / \ q_-;lfzzs'os 3,0-0,06=2,94" @
% S, by
T / \ il DMF
+ + @
qé—ﬁs’osﬁ ) m i 4 = q'ﬂzzsos
Mmaw:lQ,S.O[k"”‘] : me+=19]50[wm ¢
—>DETERMINA(;AO DO MOMENTO FLETOR MAXIMO POSITIVO
VAO 1 (semelhanca de triangulo)
e 39,75 — 13,25.x = 0,25.x > x=294m
M, .+ = 13,25 % 2,94 — 4,5 ¥ 2,94 + 1,47 = 19,5kN.m
VAO 2 (semelhanca de triangulo)
925 _ 1325 0,75 — 0,25.x = 13,25.x x =0,06m
X 3,0—-x
2,94
ﬂ;{. ...... Miaxr = 13,25 X (294) — 45 X (2,94) X () = 195kN.m
+
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1.3.11 Exercicio 03: Calcular e desenhar diagrama dos esfor¢os seccionais de viga continua ilustrada na

Figura 16.

151
45 75 [kim] V 3 [kN] 72 [kN/m] 45 bt
iy EITHRY IR IIENT

WANS © 1_A_ @ _&
|, 2,0 3,0 , 15M | 45M | 20Mm | poM™ | 20MmM |

? '| '| W '| l

Figura 16. Viga hiperestética de dois vaos com dois balangos nas extremidade.

~ . _ n Nn+1
Equagéo 1: €, X +2(€, +€,.). X, +€,., . X, =-6(u +17")
Dois vdo — Uma aplicagdo. Para nomear vaos e apoios, sempre iniciar com n=1.
Andlise:
(Vios @®@e @®): n=1
Vaos Apoios
n-1=0
n=1
n=1
n+l=2

n+l1=2
1 2
6. Xy +2(6,+6). X, +€,. X, =-6(u, + p17)

Observacéo:

Nos apoios de extremidade o valor do momento ser4d DIFERENTE de 0 (zero) — por haver balangco NAS
EXTREMIDADES DA VIGA

Apoio 0 — Xo = -4,5*2*1 = -9 KN.m

Apoio 2 — Xz = -4,5*2*1 = -9 KN.m

DETERMINAGCAO DOS FATORES DE CARGA - Consultar Tabela 1. Cargas distribuidas.

Fator de carga véo 1 Fator de carga véo 2
75 [kNim] 13 kNI 151
d 75 [khm]
! ; Y
— " ' ‘ - . .uz le ‘ Y ‘
_A_ _AB_ ) A1 2 Qz
30Mm 1,5 1,5 -
’1 ' ,/ ' '/ ' ,/ 20 [m] 20 [m]
/ : e :
2 2 2 2 2 2 2
qs 7,5%3%.(2%6°—3%) qs 7,5%2%.(44+2)
1= =215 = = 29,53 = ——. (L+a)? = =11,25
e = o7 s9 24%6 He = oy (1) 24%4
1 _P.a.b 4 _13*4,5*1,5 45 +6) = 2559 1 _P.a.b bt _15*2*2 94+ 4) = 15
W= o @t ) = (45 +6) = 25, W= e (b= 2+ ) =
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CALCULO DO MOMENTO NO APOIO INTERNO (X1).

€. Xy + 26 +6,). X, +€, . X, =-6(uy + 1)
6% (=9) +2(6+4).X, + 4x(=9) = -6(29,53 + 2559 + 11,25 + 15)
—54 + 20.X, — 36 = -6 x (81,37)
X, = -19,91 kN.m

X =19,9110m X = 19,971 m 15 [

42 [kN/m] 78 (kN ¢13 (kN V 78 [kN/m] 45 i)
) BITEETE TN AT
s @ A A0 N
|, 20 3,00 |, 1,5M ,J, 1,5m |, L 2,0lml L 2,0lm L 2.0l L
1 1 T 1 g y 1

— CALCULO DAS REACOES DE APOIO

Para vao 1:
X,=1991 K
45 75 (kN/m)] ¢13 [kN] r © z MO 6
(A A Al A 19,91 + 13*4,5 + 7,5*3,0*1,5 - 4,5*2,0*1,0-R; *6 = 0
L a A R, = 17,19kN
, 20 3,00 PRREL * 1,50 * Te> v=o0
Ry R, Ry +17,19 -4,5*2-75*3,0-13 = 0
R, = 27,31kN
Para véo 2:
[kN]
X, = 19,91 [hml 5 (’
v 78 45 [kNim] (_BZMl =0
(B ; I i f ' v —19,91+15*2,0+7,5%2,0%3,0+4,5*2,0*5,0- R, * 4,0 = 0
7 6 R, = 25,02 kN
- is T®> v=0
m [m m
20, 20 20 % R, + 25,02-15-7,5%2,0-4,5%2,0 = 0
Ry R, R, = 13,98kN
R, = 27,31 kN
R, = 17,19 + 13,98 = 31,17 kN
R, = 25,02 kN
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DIAGRAMA DOS ESFORCOS: Apos calculo das reacdes, calcula-se entédo os esforgos seccionais (Esforco

Cortante e Momento Fletor).

15 KNI

45 B 7R &13 e | S 45 1]
P i iy ! 1Y KT Kl
A © A @ A

L 2‘0[m] 3‘0["1] 1‘5[m] J, 1_5["1] 2‘0["1] J, 2‘0[m] 2‘0[m] J’
1 R F:|1=31,17“‘“] 1 1

0=273111 R, = 25,02 ]
18,31
13,98 13,98 i
Il Lo
" O ®
I [ : pEC
© [N il - ®
. ) 4,19 -4,19 e
17,19 HH|” 17,19 -16,02 :
o
+ 1
-19,89
—.LQ=5,DE
8 -?\,E\ q.L‘Z
@ @22,25 @
..}H]]]]]]]mn“ . DMF
—=375 @
5,89
- 12,18
M ma=e+ = 13,35
—DETERMINACAO DO MOMENTO FLETOR MAXIMO POSITIVO
VAO 1 (semelhanca de triangulo)
18}'(31 = g 54,93 — 18,31.x = 4,19.x - x=244m
C 53 Mt = —4,5 %2 % 3,44 +27,31%2,44 — 7,5% 2,44+ 1,22 = 13,35kN.m
+ 1
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EXERCICIOS PROPOSTOS

(1]
13 [kN] 71N
7,5 [kN/m]
JIr T 1 1 1§11,
@ 2
b 25m b 25m bl,Omb 25m b
i i T 7 i
(2]
5 [kN/m]

lm\ B
0 1 ¢

4

A @ A @
b 40m J” 20m b 20m
‘ ‘ ‘
Figura 16.
©
V 5,8 [kN]
*2,5 [kN] % 3,75 [kN] 4 [k*;\um] % v
0 1 2
@ - @
, 20m |, 15m | 30m L 25m ,10m|
4 7 7 7 7 4
Figura 17.
o
3 i 2 jou 7 [kN/m] 4 [kN/m] 2 ]
T R R 781 |1t RIRIIIEE:
© @ ®
b 2,0m Jﬂ 2,0m } 1,0m Jﬂ 3,0m Jyl,o m 20m J” 20m }
‘ ‘ ‘I ‘ ‘ ‘ ‘
Figura 18.
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5 fum] 5 [kN.m] &3 IkN]
0 i1t r X
A @ N @ A
L 2,0m J/ 2,0m b 2,0m b 2,0m L 2,0m L 2,0m L
I I I I ‘I I I
Figura 19.
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